
3. Caëp baøi toaùn ñoái ngaãu 

3.1 Khaùi nieäm 

3.1.1 Moâ hình caëp baøi toaùn ñoái ngaãu 

Baøi toaùn goác: Moät doanh nghieäp saûn xuaát ra hai 
loaïi chi tieát A, B. Soá chi tieát A vaø B caàn duøng laø 
138 vaø 101. Caùc chi tieát ñöôïc cheá taïo theo 3 caùch: 

* Caùch I:  Taïo ñöôïc 12 chi tieát A, 7 chi tieát B vôùi 
chi phí laø 24 ñôn vò tieàn. 

* Caùch II:  8 A, 11 B, 26 ñôn vò tieàn. 

* Caùch III:  15 A, 9 B, 23 ñôn vò tieàn. 

Haõy tìm caùch saûn xuaát caùc chi tieát sao cho toång 
chi phí laø thaáp nhaát? 



Goïi x1, x2, x3 laø soá laàn aùp duïng caùch I, II, III. 
Ta coù baøi toaùn QHTT: 

f(X) = 24x1 + 26x2 + 23x3 → min 
12x1 + 8x2 + 15x3 ≥ 138 
7x1 + 11x2 + 9x3 ≥ 101 







 

   xj ≥ 0 ( j 1,3)=  

Baøi toaùn ñoái ngaãu: Xeùt moâ hình treân. Giaû söû coù 
ngöôøi muoán baùn hai loaïi chi tieát A vaø B cho doanh 
nghieäp. Vaäy ngöôøi naøy phaûi ñònh giaù caùc chi tieát 
naøy laø bao nhieâu ñeå doanh nghieäp ñoàng yù mua vaø 
toång soá tieàn maø ngöôøi naøy thu ñöôïc laø cao nhaát. 



Goïi y1, y2 laø giaù moät chi tieát A, B do ngöôøi baùn aán 
ñònh. Theo yù nghóa thöïc teá, ta coù y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. 

Toång soá tieàn thu ñöôïc (yeâu caàu cao nhaát): 
 g(Y) = 138y1 + 101y2 → max 
Doanh nghieäp saûn xuaát caùch I thì ñöôïc 12 chi tieát 
A, 7 chi tieát B, chi phí laø 24 ñv.tieàn. Neáu mua 
chöøng aáy chi tieát thì phaûi traû 12y1 + 7y2 ñv.tieàn. 
Vaäy, doanh nghieäp chæ ñoàng yù mua khi soá tieàn 
phaûi traû khoâng vöôït quaù chi phí saûn xuaát. Vaäy: 
 12y1 + 7y2 ≤ 24 
Töông töï: 

 8y1 + 11y2 ≤ 26 

 15y1 + 9y2 ≤ 23 



Moâ hình toaùn cuûa baøi ñoái ngaãu laø baøi toaùn QHTT: 

g(Y) = 138y1 + 101y2 → max 
12y1 + 7y2 ≤ 24 
8y1 + 11y2 ≤ 26 
15y1 + 9y2 ≤ 23 








 

yi ≥ 0 (i 1,2)=  

Vaäy, moãi baøi toaùn QHTT ñeàu töông öùng vôùi moät 
baøi toaùn QHTT khaùc coù lieân quan maät thieát vôùi 

noù. Ta goïi ñaây laø caëp baøi toaùn ñoái ngaãu. Baøi 
cho tröôùc ñöôïc goïi laø baøi goác. 
Töø daïng thöùc cuûa caëp baøi toaùn ñoái ngaãu treân, ta 
ruùt ra nhaän xeùt sau: 



* Moät baøi yeâu caàu min, moät baøi yeâu caàu max. 

* Soá bieán cuûa baøi naøy baèng soá raøng buoäc cuûa baøi 
kia. 

* Heä soá C cuûa baøi naøy laø heä soá B cuûa baøi kia. 

* Neáu xem caùc heä soá veá traùi cuûa heä raøng buoäc laø 
moät ma traän thì ma traän heä soá cuûa baøi naøy laø 
chuyeån vò ma traän heä soá cuûa baøi kia. 

3.1.2 Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu 
Baèng caùch toång quaùt hoùa caùc caëp baøi toaùn ñoái 
ngaãu coù moâ hình thöïc teá, ngöôøi ta ñeà ra quy taéc 
nhö sau ñeå thaønh laäp baøi toaùn ñoái ngaãu töø baøi 
toaùn goác coù daïng toång quaùt: 
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Caùc caëp raøng buoäc vaø ñieàu kieän veà daáu coù lieân 
quan vôùi nhau giöõa hai baøi toaùn laø: (1)-(4′), (2)-(5′), 
(3)-(6′), (4)-(1′), (5)-(2′), (6)-(3′). 



Caùc caëp coù lieân quan vaø laø baát ñaúng thöùc ñöôïc goïi 

laø caùc caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu hay caëp raøng 
buoäc ñoái ngaãu: (4)-(1′), (6)-(3′), (1)-(4′), (3)-(6′). 

Chuù thích  Neáu baøi toaùn goác laø baøi toaùn max thì 
ta ñoïc coâng thöùc treân töø phaûi sang traùi.  

VD 

f(X) = 2x1   – 5x3 + 3x4 → max 
3x1 + 7x2 – 3x3 + 7x4 ≤ 41 
8x1 – 11x2 + 5x3 – 4x4 = 12 
15x1 – 9x2 + 4x3 + 6x4 ≥ 8 








 

   xj ≥ 0 (j 1,4)=  

Baøi toaùn ñoái ngaãu: 



g(Y) = 41y1 + 12y2 + 8y3 → min 
3y1 + 8y2 + 15y3 ≥ 2 
7y1 – 11y2 – 9y3 ≥ 0 
–3y1 + 5y2 + 4y3 ≥ –5 
7y1 – 4y2 + 6y3 ≥ 3 








 

    y1 ≥ 0, y2∈�, y3 ≤ 0 
Coù 6 caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu laø: 
 x1 ≥ 0  vaø   3y1 + 8y2 + 15y3 ≥ 2 
 x2 ≥ 0  vaø   7y1 – 11y2 – 9y3 ≥ 0 
 x3 ≥ 0  vaø   –3y1 + 5y2 + 4y3 ≥ –5 
 x4 ≥ 0  vaø   7y1 – 4y2 + 6y3 ≥ 3 
 3x1 + 7x2 – 3x3 + 7x4 ≤ 41  vaø  y1 ≥ 0 
 15x1 – 9x2 + 4x3 + 6x4 ≥ 8  vaø  y3 ≤ 0 



3.2 Caùc ñònh lyù ñoái ngaãu 
Caëp baøi toaùn ñoái ngaãu trong ñoù coù moät baøi chính 
taéc ñöôïc goïi laø caëp ñoái ngaãu khoâng ñoái xöùng. 
Caùc keát quaû sau ñaây ñaõ ñöôïc chöùng minh cho caëp 
ñoái ngaãu khoâng ñoái xöùng. Tuy nhieân, moïi baøi toaùn 
toång quaùt ñeàu ñöa ñöôïc veà baøi toaùn chính taéc, do 
ñoù caùc keát quaû naøy cuõng duøng ñöôïc cho caëp baøi 
toaùn ñoái ngaãu toång quaùt. 

* Xeùt X laø PA cuûa baøi toaùn min, Y laø PA cuûa baøi 
toaùn max. Ta luoân luoân coù: g(Y) ≤ f(X) 
* Neáu PA X* cuûa baøi toaùn min vaø PA Y* cuûa baøi 
toaùn max thoûa f(X*) = g(Y*) thì X* vaø Y* laø PATU 
cuûa baøi toaùn min vaø baøi toaùn max. 



* Neáu moät baøi toaùn coù PATU thì baøi ñoái ngaãu 
cuõng coù PATU vaø giaù trò toái öu cuûa chuùng baèng 
nhau. 

Ñònh lyù (Ñoä leäch buø yeáu) 

Xeùt X* laø PA cuûa baøi toaùn min, Y* laø phöông aùn 
cuûa baøi toaùn max. 
X* vaø Y* laø PATU cuûa baøi toaùn min vaø baøi toaùn 
max neáu vaø chæ neáu trong moãi caëp ñieàu kieän ñoái 
ngaãu ñeàu coù moät ñaúng thöùc. 

Chuù thích  Trong caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu neáu bieát 
moät ñieàu kieän laø baát ñaúng thöùc ngaët thì ñieàu kieän 
coøn laïi laø ñaúng thöùc. 



VD  Xeùt baøi toaùn QHTT: 

f(X) =   x1 + 3x2 + 2x3   → min 
2x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 2 
x1   – x3 + 3x4 ≤ 5 
–x1   + x3 + x4 = 1 








 

      xj ≥ 0  (j 1,4)=  

Giaûi baøi toaùn naøy ta coù PATU X*= (1/3, 0, 0, 4/3). 
Ta muoán tìm PATU cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu. 

Baøi toaùn ñoái ngaãu: 

 
 
 



g(Y) = 2y1 + 5y2 + y3 → max 
2y1 + y2 – y3 ≤ 1 
y1     ≤ 3 
y1 – y2 + y3 ≤ 2 
y1 + 3y2 + y3 ≤ 0 








 

     y1 ≥ 0, y2 ≤ 0 
Caùc caëp ñieàu kieän ñoái ngaãu: 
 x1 ≥ 0  vaø  2y1 + y2 – y3 ≤ 1 
 x2 ≥ 0  vaø  y1 ≤ 3 
 x3 ≥ 0  vaø  y1 – y2 + y3 ≤ 2 
 x4 ≥ 0  vaø  y1 + 3y2 + y3 ≤ 0 
 2x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 2  vaø  y1 ≥ 0 
 x1 – x3 + 3x4 ≤ 5  vaø  y2 ≤ 0 



Do baøi toaùn goác coù PATU X* neân baøi toaùn ñoái 
ngaãu cuõng coù PATU kyù hieäu laø Y*. Theo ñònh lyù 
Ñoä leäch buø yeáu: 
 x1 = 1/4 ≠ 0  ⇒  2y1 + y2 – y3 = 1 (1) 
 x4 = 4/3 ≠ 0  ⇒  y1 + 3y2 + y3 = 0 (2) 
 x1 – x3 + 3x4 = 13/5 ≠ 5  ⇒  y2 = 0 (3) 
Giaûi heä (1),(2),(3) ta coù Y* = (1/3, 0, –1/3). 

Ghi chuù  Khi thieáu phöông trình ñeå tìm Y*, ta söû 
duïng theâm phöông trình g(Y) = f(X*). 

Khi coù voâ soá nghieäm Y* thì thay nghieäm toång quaùt 
vaøo caùc raøng buoäc vaø caùc ñieàu kieän veà daáu cuûa baøi 
toaùn ñoái ngaãu ñeå tìm ra ñieàu kieän cuûa caùc aån töï 
do.  


